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Introducciod

La Programacio logica esta basada en:
@ Llenguatge Logic: Logica de primer ordre (Horn)
e Sistema d'Inferencia: Resolucié (SLD)

Es un estil declaratiu:

@ un programa sera una transcripcio de fets i regles sobre el
problema que volem resoldre i que conformaran una teoria

@ un calcul sera una demostracid en la teoria del programa

Per exemple, una teoria sobre els naturals i la relacié suma, o
[listes i la relacié ordenada, ...
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Diferents logiques

Logica proposicional

Logica de predicats (o de primer ordre)
Logica d’ordre superior

Logica difusa

Description Logics (Semantic web)

Logica temporal
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Origens

@ Automatitzar la matematica, Hilbert (principis XX)
e Fracassa: Godel, Turing, (30's)

@ Algorisme de Resolucié/Unificacié per a LPO, Robinson
(1965)

e PROLOG, Colmerauer, (70's)
@ CLP, Colmerauer, Lassez (finals 80's)
e SAT-solvers, SMT, ... (2000's)
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Pros i Contres de la programacié logica

Avantatges:

@ expressar coneixement independentment de la maquina...

@ programes “matematics”, facil raonament sobre les seves
propietats

@ programes curts, facil per al prototipatge
o Constraints

Inconvenients:

@ mancances historiques: tipatge, aritmetica, E/S, grafics, BD

@ no és pur

@ ineficiéncia en alguns aspectes
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e Logica Proposicional
@ Sintaxi: proposicions, literals, férmules, ...
@ Semantica: interpretacié, model, satisfaccié logica, taules ...
@ Deduccié: Regles d'inferencia, solidesa i completesa.
@ Resolucié: clausules, CNF, implicacid, estrategies, Horn.
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Sintaxi

Formula

@ tot simbol de predicat p, g, r,... és una férmula
si F és una féormula, llavors =F és una férmula
si F i G sén férmules, llavors F A G i FV G sén férmules

si F és una férmula llavors ( F) és una férmula.

res més és una formula

A part de les connectives —, A, i V, sovint se'n fan servir d’altres

com: —, «—, i <.



Logica Proposicional
[ Jelelelo)

Semantica (i)

Interpretacio

Una interpretacié / sobre P, és una funcié

l:P—{0,1}

Avaluacio

|

Definim eval;(F) com segueix:

@ Si F és un simbol de predicat p, evalj(F) = I(p)
o evali(F A G)=1siievali(F)=1ieva(G)=1
e evali(FV G) = 1sii eval)(F) =1 o eval)(G) =

e evalj(—(F)) = 1sii evaj(F) =0

Notacié: | = F, sii evalj(F) = 1.
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Semantica (ii)

@ Una interpretacié / és un model d'una férmula F si / satisfa
F,ésadir, sil =F.

@ Una férmula F és satisfactible si te algun model, per tant, si
hi ha alguna interpretacié que satisfaci F.

e Una férmula F és insatisfactible (o és una contradiccid) si
no te cap model.

e Una férmula F és una tautologia (o es diu que és valida) si
tota interpretacié és model de F.

@ Una férmula F és una conseqiiéncia logica d'una férmula G
si tot model de G també ho és de F. Implicacié logica:
GEF.

@ Una férmula F és logicament equivalent a una férmula G si
tot model de G també ho és de F i viceversa: | |= G sii

I EF.
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Graus de veritat:

F és valida sii —F és insatisfactible

Valides

Satisfactibles pero no valides

Insatisfactibles

F —F

-G
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Taules de Veritat

evali(p) evali(q) evali(—p) evali(pAq) evali(pVq)
1 1 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 0

Amb taules de veritat podem demostrar implicacions logiques,
satisfactibilitat de férmules, contradiccions, tautologies, ...
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Equivaléencies logiques

FAF(V)
FAG
FA(GAH)
FVv(GVH)
(FAG)VH
(FVG)AH
FA(FVG)
FV(FAG)
=(F A G)
-(FV G)
_\_|F

idempotencia de A (i V)
commutativitat de A (i V)
associativitat de A
associativitat de V
distributivitat 1
distributivitat 2
absorcié 1

absorcié 2

De Morgan 1

De Morgan 2

doble negacié



Logica Proposicional
®00

Regles d’inferéncia (i)

En teoria de la demostracio el que es pretén és disposar d'un
mecanisme sintactic que ens permeti, mitjancant les regles de
deduccié (o d’inferéncia), obtenir una férmula (conclusié) a
partir d'altres (premisses).

{F1,...,Fa}Fr Fo

A les férmules de I'esquerra les anomenarem axiomes i a les
férmules que es poden obtenir a la banda dreta les anomenarem
teoremes.

Una derivacié o demostracio és a una seqiiéncia de férmules
obtingudes a partir dels axiomes inicials, els axiomes logics o a
partir d'aplicacions de les regles d’'inferéncia.
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Regles d’inferencia (ii)

Algunes regles d’inferéncia

e MP:
{A,A— B}tup B
e MT:
{-A,B — A} FyT —B
e MM:
{A,B — A} Fym B

Quines de les anteriors regles sén “correctes’?
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Regles d’inferencia (iii)

Solidesa

Una regla R és solida quan:

si {Fl, 600 Fn} l_R Fo llavors {Fl, 000y Fn} IZ Fo

Completesa

Un sistema d'inferéncia? R és complet quan

si {Fu,..., Fa} | Fo llavors {F1,.... Fa} FRr Fo

?Conjunt de regles + estrategia d'utilitzacio.

En general ens interessara un sistema d'inferencia complet basat en
regles solides.
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Resolucié (i)

Clausules

@ Un literal és o bé un simbol de predicat o bé un simbol de
predicat negat: p o —p.

@ Una clausula és una disjuncié de literals:
—p1V...VpiVpir1V...Vpy

@ Una férmula esta en forma normal conjuntiva (CNF) si és
una conjuncié de clausules:

(VBN VEIAN AV VI
es pot veure també com un conjunt de clausules.

@ Les clausules també es poden veure com un conjunt, pero de
literals. La clausula buida [] és una clausula insatisfactible
especial.
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Resolucié (ii)

Tota férmula té una corresponent CNF:
@ passar a férmula escrita només per V, A, =
@ passar les — fins als simbols de predicats
© aplicar distributivitat

Compte, la distributibitat pot fer “explotar” el tamany de les
férmules...
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Resoluci

Resolucié
Sigui p un simbol proposicional i C i D clausules, definim la regla
d'inferéncia Resolucié com:

{pV C, -pVD}Fges{CVD}

Habitualment es representa aixi:

pVv C -pV D
CcvD )
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Resolucié (iv)

Completesa refutacional

Una regla de deduccié R sobre clausules, és refutacionalment
completa si, per a tot conjunt insatisfactible de clausules S, la
clausula buida apareix a la clausura sota R de S.

o La resolucié® és refutacionalment completa, per tant

si S és insatisfactible, llavors (J € Res*(S)

@ Pero com ens ho farem per demostrar amb resolucié:
E(p—=(@—p) 7

@ i per demostrar: {A1,..., A} = F ?

!Res*(S) és resolucié sistematica, és a dir, fer resolucié de “tots amb tots”,
afegir-hi les clausules resultants i iterar fins a trobar el punt fix.
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Resolucié (v)

Tenim que:{A1,...,As} E Fsii {A1,...,Aps1} E A — F
passant totes les premisses a |'altre costat, obtenim:

FEA —(A...—> (A — F)...)
i comque: A— (B — C)=(AAB)— C, podem escriure:

E(AAANAAN...NA,) — F

comprovem que la férmula de dalt negada és insatisfactible:

(ALNA A .. ANAAN-F)ED

Com que la resolucié és refutacionalment completa:

{A1,...,An} E F sii {A1,...,An, 7 F} FRres O
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Estrategies de Resolucio

Resolucio sistematica

Res%(S) = $
Res'(S) = SU { resolents de cada parell
possible de clausules de S }
Res"™1(S) = Res"(S)U { resolents possibles de cada
parell de clausules de Res"(S) }

v

La resolucié sistematica acaba: 3k. Res*(S) = Res**1(S) .
Millores: obtenir clausules sense literals repetits, eliminacié de
tautologies, eliminacié de repetides, eliminar subsumides: si tenim
(pVvVag)A(pVqVr)ens quedem amb (pV q).
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Clausules de Horn (i)

Clausules de Horn

Una clausula és de Horn si te com a molt un literal positiu.

@ Habitualment, els programes logics estan escrits amb clausules
de Horn:

o Fets: un sol literal positiu.
o Regles: una clausula amb un literal positiu i algun de negatiu.
o Queries: una clausula amb només literals negatius.
@ Resolucié Unitaria és la que en cada pas de resolucid, una de
les premises és sempre una clausula unitaria positiva. Aquesta
estratégia fa obtenir resolents més petits...
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Clausules de Horn (ii)

TEOREMA: La resolucié unitaria és refutacionalment
completa per a clausules de Horn.

DEMOSTRACIO (sketch):

©Q S = Res*(Sp) on Sp s6n de Horn. Construirem una / tal que
si O ¢ S llavors | = S. Definim I(p) =1siip € S.

@ Red. Absurd. Per a veure que si 0 ¢ S llavors | |= S,
suposarem [ [~ S i trobarem contradiccid.

© Sigui C € S la més petita tal que / |~ C.

Q@ C=-qVv ', perd I(q) =1 per tant podem fer resolucié i
tindrem C' € S'i | £ C’ contradint que C era la més petita...
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© Logica de Primer Ordre
@ Sintaxi
@ Semantica
e CNF
Herbrand
Unificacié
Resolucié
Estrategies i Restriccions en Resolucié
SLD-Resolucié

®© 6 6 0 ¢
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El preu de la poténcia

Sobre I’expressivitat

TEORIA: Tenim una classe amb el professor, la maria i en pere. La
maria coneix a tothom. El professor coneix a tothom. En pere
coneix a algu si la maria també el coneix.

PREGUNTA: En pere es coneix?

o Guany expressiu, gracies a: 3, V, X, permet parlar de
relacions entre entitats no necessariament finites.

o afirmar I'existéncia d'objectes que satisfan cert predicats
o descriure propietats globals, universals.

@ Perdua de decidibilitat en les gliestions logiques més
interessants.

@ De totes maneres tindrem " semi-decidibilitat” .
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Sintaxi (i)

Disposem de:
@ un conjunt de simbols de funcié
F=+*F,g,h,...,ab,..., successor,zero... amb una aritat
@ un conjunt de simbols de variable X = X, Y, Z, ...
Terme: 7 (F,X):

T = f(T1,...,T,) onf e F,ftéaritat n (f és n-aria)
| X T1,...,T,s6n termesi X € X
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Sintaxi (i)

Disposem de:
@ un conjunt de simbols de funcié
F=+*F,g,h,...,ab,..., successor,zero... amb una aritat
@ un conjunt de simbols de variable X = X, Y, Z, ...
Terme: 7 (F,X):

T = f(T1,...,T,) onf e F,ftéaritat n (f és n-aria)
| X T1,...,T,s6n termesi X € X

Sigui F = {f,g,a,b} i X ={X,Y} on f té aritat 1, g aritat 2,

a, b aritat 0.
a b XY
f(a) f(b) f(X) f(Y)
g(a,a) gla,X) g(X,Y) f(f(a))

g w N

g(F(2),X) f(g(2,X)) F(g(Y,b)) &(X,f(b))
g(g(a, b),X) g(f(f(a)),b) ...
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Sintaxi (ii)

Disposem també

@ d'un conjunt de simbols de predicat (relacions)
P =p,q,r,...,esparell, home,... amb una aritat

Atom: p(T1,..., Tp)sip€ P, narii Tq,..., T, sén termes
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Sintaxi (ii)

Disposem també

@ d'un conjunt de simbols de predicat (relacions)
P =p,q,r,...,esparell, home,... amb una aritat

Atom: p(T1,..., Tp)sip€ P, narii Tq,..., T, sén termes

Sigui P = {suma, esparell}, F = {succ,zero} i X ={X,Y} on

esparell i succ tenen aritat 1, suma aritat 3 i zero aritat 0.

esparell(zero) esparell(succ(succ(X)))
suma(zero, succ(zero), succ(zero)) suma(X, zero, succ(zero))
suma(zero, succ(zero), zero)
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Sintaxi

Férmules:
@ tot atom és una formula,

@ si F i G sén férmules, llavors =(F),(F A G) i (F V G) sén
férmules,

@ si F és una férmula, llavors VX (F) i 3X (F), sén férmules si
X apareix lliure a F,

@ res més és una férmula.
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Férmules:
@ tot atom és una formula,

@ si F i G sén férmules, llavors =(F),(F A G) i (F V G) sén
férmules,

@ si F és una férmula, llavors VX (F) i 3X (F), sén férmules si
X apareix lliure a F,

@ res més és una férmula.

Sigui P = {suma, esparell}, F = {succ,zero} i X ={X,Y} on

esparell i succ tenen aritat 1, suma aritat 3 i zero aritat 0.

esparell(succ(succ(zero))) VX.esparell(X)
3X IYsuma(X, Y, succ(zero))
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Semantica (i)

Interpretacio, /:

@ Un conjunt no buit D, anomenat domini de /,
n

@ per cada simbol f" € F, una funcié f, :D x ... x D — D,
n

@ per cada simbol p” € P, una funcié p; :D x ... x D — {0,1}.
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Semantica (i)

Interpretacio, /:

@ Un conjunt no buit D, anomenat domini de /,

n
@ per cada simbol f" € F, una funcié f; :D x ... x D — D,

n

@ per cada simbol p” € P, una funcié p; :D x ... x D — {0,1}.

Sigui P = {q} i F = {s,a, b} isigui D = {x,1} on s,q tenen

aritat 1 i a, b aritat 0.

Podem donar diverses interpretacions, p.ex:

b=
si(f) =% si(x)=t¢
q(x)=1 q()=0
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Semantica (ii)

@ Donada /, una assignacié « és una funcié a: X — Dj.
a[X — d] és una assignacié identica en tot a a menys en que
associa d a X.
@ Avaluacié d’un terme t segons una interpretacié / i una
assignacié «a:
evalj*(t) :: Termes — D

o si X € X llavors eval*(X) = a(X),
o si f € F llavors
evalf( ) = fi(evali(t1),. .., evalf(t,))

@ Avaluacié d’una féormula F segons una interpretacié /:

evalf'(F) :: Formules — {0,1}

e si p"” € P llavors
evalf( ) = pi(evalf(t1), ..., eval(t,))
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Semantica (iii)

° .
o evalf(F A G) =1sii evalp(F)=11ieval}(G) =1
o evalf(FV G) =1sii evalf(F) =10 eval®(G) =1
o evalf(—(F)) = 1sii eval*(F) =0
o eval(VX F) = 1sii eva/,a[X_’d](F) =1lperatotde D

o evalf(3IX F) = 1sii eva/,a[X_’d](F) =1 peralgund € D

Normalment treballarem sense variables “lliures” per tant no es
tindran en conte les assignacions.

Aixi, | satisfa F, | = F, si i només si eval;(F) = 1.

Les nocions semantiques de logica proposicional s’hereden.
Amb les propietats computacionals no passara el mateix...
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Semantica (iii)

Sigui P = {q} i F = {s,a,b} on s,q tenen aritat 1i a, b aritat
0. Sigui la interpretacié / tal que, D = {x, 4} i
=% =4 @B=x (=t ()=1, (1) =0isigui o

una assignacié qualsevol.

Avaluem VX q(s(X)):

eval(VX q(s(X)))
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Semantica (iii)

Sigui P = {q} i F = {s,a,b} on s,q tenen aritat 1i a, b aritat
0. Sigui la interpretacié / tal que, D = {x, 4} i
=% =4 @B=x (=t ()=1, (1) =0isigui o

una assignacié qualsevol.

Avaluem VX q(s(X)):

eval(VX q(s(X)))
eval!™ = (q(s(X))) A eval™ T (q(s(X)))
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Semantica (iii)

Sigui P = {q} i F = {s,a,b} on s,q tenen aritat 1i a, b aritat
0. Sigui la interpretacié / tal que, D = {x, 4} i
=% =4 @B=x (=t ()=1, (1) =0isigui o

una assignacié qualsevol.

Avaluem VX q(s(X)):
eval(VX q(s(X)))
eval}*(q(s(x))) A eval? ™ (q(s(x))
q1(eval®=(s(X)) A g (eval®*=(s(X)))




Logica de Primer Ordre
000®00

Semantica (iii)

Sigui P = {q} i F = {s,a,b} on s,q tenen aritat 1i a, b aritat
0. Sigui la interpretacié / tal que, D = {x, 4} i
=% =4 @B=x (=t ()=1, (1) =0isigui o

una assignacié qualsevol.

Avaluem VX q(s(X)):

evalf*(VX q(s(X)))
eval™*=(q(s(X))) A eval™*=(q(s(X)))
q,(evala[X (s(X)) A g (eval™ 1“(S(X)))
ai(si(evaly ™ =1(X))) A g (si(evaly ™= (X))
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Semantica (iii)

Sigui P = {q} i F = {s,a,b} on s,q tenen aritat 1i a, b aritat
0. Sigui la interpretacié / tal que, D = {x, 4} i
=% =4 @B=x (=t ()=1, (1) =0isigui o

una assignacié qualsevol.

Avaluem VX q(s(X)):

evali*(VX q(s(X)))
eval?X= *l(q(s(X)))Aeva/“[X A(q(s(X)))
q/(eval? ](s(X)))/\q/(eva/a[ 1“(S(X)))
ai(si(evalt =1 (X)) A qi(si (evalt =M (X))
qi(s1(x)) A qi(si(8))
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Semantica (iii)

Sigui P = {q} i F = {s,a,b} on s,q tenen aritat 1i a, b aritat
0. Sigui la interpretacié / tal que, D = {x, 4} i
=% =4 @B=x (=t ()=1, (1) =0isigui o

una assignacié qualsevol.

Avaluem VX q(s(X)):

evalf*(VX q(s(X)))
eval?X= *l(q(s(X)))Aeva/“[X A(q(s(X)))
q/(eval? ](s(X)))/\q(eva/a[ 1“(S(X)))
ai(si(eval™=1(X))) A qi(si (evaltP=A(X)))

qi(si()) A qi(si(8))
() A qi(*)
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Semantica (iii)

Sigui P = {q} i F = {s,a,b} on s,q tenen aritat 1i a, b aritat
0. Sigui la interpretacié / tal que, D = {x, 4} i
=% =4 @B=x (=t ()=1, (1) =0isigui o

una assignacié qualsevol.

Avaluem VX q(s(X)):

evalf*(VX q(s(X)))
eval?X= *l(q(s(X)))Aeva/“[X A(q(s(X)))
q/(eval? ](s(X)))/\q(eva/a[ 1“(S(X)))
ai(si(evaly ™ =1(X))) A g (si(evaly ™= (X))

qi(si(*) /\q/ s(8))
qi(# *)

~— —

~—'

o‘
o >




Logica de Primer Ordre
0000e0

Més equivaléencies logiques

VX H(X) IX -H(X)  De Morgan 3

—3X H(X) VX =H(X) De Morgan 4

(VX FAG) =VX (FAG) si X noapareixa G
(VX FAVX G) =VX (FAG)

(3X FV3X G) =3X (FVG)

Compte amb les seglients no-equivaléncies:

(VX FVVYX G)£VX (FV G)

(3X FA3IX G)£3X (FAG)



Logica de Primer Ordre
oooooe

Consegqiiencia logica

@ Que podem dir de la satisfactibilitat de —p(a) A p(b).

@ Amb un nombre infinit de possibles termes...

VX sum(X, 0, X),
{ (VXVYVZ sum(X, Y, Z) — sum(X,s(Y),s(2))) }
):?
sum(s(0), s(0), s(s(0)))

Que podem dir de la implicacié logica?
o Com comprovar que tot model de les premises ho és de la
conclusié?
e Quants models poden tenir les premises?
o Ens serveix: negar la conclusié i intentar demostrar
insatisfactibilitat?
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Pas a CNF (i)

La transformacié d'una férmula F a un conjunt de clausules S
preserva satisfactibilitat (equivaléncia no):

@ F és satisfactible si i només si ho és S
@ S |= F (perd no necessariament F = S)
Passos:
© Eliminar els simbols condicionals com —.
@ Moure les negacions cap als simbols de predicat.

© Eliminar els 3 (Skolemitzacié): Tota occurréncia d'X lligada
per 3X es substitueix per fx(Y1,..., Yn), on Y; sén les
variables quantificades universalment per sobre de I'3X, a més
fx és nou per a cada lligam.

@ Universals cap enfora evitant conflictes de noms de variables.

@ Distribucié de A sobre V.



Pas a CNF (ii)

Obtenim:

VX1 X (EV BV VYA AV VIR

Pas a CNF

VX (VY (p(Y) —q(X,Y)) — 3Y q(Y,X))
VX (=YY (=p(Y)Va(X,Y)) v IY q(Y, X))
VX (3Y =(-p(Y)Va(X,Y)) v IY q(Y, X))
VX (3Y (p(Y)A—q(X,Y)) v IY q(Y, X))
VX (3Y (p(Y)A—=q(X,Y)) v 3Zq(Z,X) )
VX ((p(fr(X)) A —a(X, (X)) V a(fz(X),X) )
( (p(fy (X)) V a(fz(X), X)) A (ma(X, fy(X)) V a(fz(X),X))) |
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Interpretacié d’Herbrand (i)

e Domini d’Herbrand (o Univers d’Herbrand). Donat un
conjunt de simbols F, I'univers o domini d'Herbrand H és el
conjunt de tots els termes ground de F : 7 (F,0).
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Interpretacié d’Herbrand (i)

e Domini d’Herbrand (o Univers d’Herbrand). Donat un
conjunt de simbols F, I'univers o domini d'Herbrand H és el
conjunt de tots els termes ground de F : 7 (F,0).

H = {0,5(0),s(s(0)), s(s(s(0))), s(s(s(s(0)))), - - - }

o Base d’Herbrand. Donat un conjunt de simbols F, i un
conjunt de simbols de predicats P, la base d'Herbrand B és el
conjunt de tots els atoms ground fets amb P i F.

Per a F = {s,0} i P = {suma}:

suma(0, 0, 0) suma(s(0),0,0) suma(0, s(0), 0)
B =1 suma(0,0,5(0)) suma(s(0),s(0),0) suma(0,s(0),s(0))
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Interpretacié d’Herbrand (ii)

o Interpretacié d’Herbrand. Donada una teoria, una
iterpretacié d'Herbrand és tota aquella interpretacié que te
com a domini el domini d’'Herbrand de manera que I'avaluacié
d'un terme és ell mateix.

Per a la teoria de la suma:

Una interpretacié d’Herbrand que a més seria model podria ser:
Per als termes:

{0, =0,5/(0) = s(0),s(s(0)) = s(s(0)),...}

Per al predicat sum(_, _, _):
{ sum(0,0,0) =1, sum;(0,0,s(0)) =0
sum;(s(0),0,0) =0, sum;(s(0),0,s(0)) =1
sum;(0,s(0),0) =0, sum;(0,s(0),s(0)) =1
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Procediment d’Herbrand (i)

TEOREMA

Tota férmula en CNF (Skolemitzada) és satisfactible si i només si
té un model d'Herbrand.

| A

TEOREMA

Una teoria és satisfactible si i només si tot subconjunt finit és
satisfactible.

A

Gracies a aquests teoremes i a que la resolucié proposicional és
refutacionalment completa, es poden definir els procediments
d’Herbrand basats en la idea de treballar amb les instanciacions
ground de les férmules i la resolucié proposicional.



Logica de Primer Ordre
0000000

Procediment d’Herbrand (ii)

Ateés que sabem com trobar la clausula buida en logica
proposicional, la intencié és la segiient:

@ Passar la nostra teoria a forma clausal.

e Fer la instanciacié de les clausules. (Obtenir totes les
clausules on substituim les variables pels valors, d'acord amb
el quantificador).

@ Buscar la clausula buida...

Teorema d’Herbrand: Dels teoremes anteriors + Completesa

Resolucié Proposicional

Un conjunt de clausules C en CNF és insatisfactible
si i només si
algun subconjunt finit de la instanciacié ground
de C és insatisfactible
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Procediment d’Herbrand (iii)

Per a completar el procediment i poder demostrar la implicacié
logica P |=" A en primer ordre, necessitem ser capacos d'enumerar
els possibles subconjunts finits de la instanciacié Ground.

Ground(P U {-A}) = {g1,&....}

Aixi, si P |= A, ha d'existir una k tal que de {g1,82,...,8k} en
poguem trobar la clausula buida.



Logica de Primer Ordre
000000

Procediment d’Herbrand (iv)

De la teoria de la suma s’en deriva suma(s(0), s(0), s(s(0)))?

Al passar a ground, podem passar a proposicional...

Primer Ordre Proposicional

suma(0,0,0) s0i0es0

suma(s(0),0,s(0)) sliOesl

— suma(0,0,0)V suma(0,s(0),s(0)) — s50i0es0 V
sOilesl

— suma(s(0),0,s(0))V suma(s(0),s(0),s(s(0))) | — s1iOesl V
sliles?2

—suma(s(0),s(0),s(s(0))) —sliles2
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Procediment d’Herbrand (v)

@ L’anterior procediment és extremadament ineficient!!!

@ Usarem resolucié de primer ordre que és solida i
refutacionalment completa:

cal passar a CNF en logica de primer ordre

cal definir una nocié de resolucié en per a la logica de primer
ordre

cal una eina per a la instanciacié universal: unificacié
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Com definir una resolucié per a la logica de primer ordre?

Per fer la seglient resolucié de primer ordre passarem a
proposicional.

p(t)vVQ —p(t)VR
7

Regla de deduccié solida: instanciacié universal

VX W(X) F VX ... VX, o(W(X))

ono={X—s}iXo,...,X,son variables de s.

Per tant instanciarem universalment les dues clausules amb una
substitucié o que iguala (unifica) els literals que volem i farem
com en resolucié proposicional:
p(r)vae(Q)  —p(r)Va(R)
a(Q) vV a(R)

on o(p(t)) = o(p(t")) = p(r)




Logica de Primer Ordre

O@000

Unificacié (i)

e La substitucié: o = {X; — t1,..., X, — ty} (0
{t1/X1,..., ta/Xn}) on X; # Xj i les X; sén el domini
Dom(c) de la substitucid.

o L'aplicacioé de o a t consisteix en substituir simultaniament
cada ocurrencia d'X; a t per t;. El resultat de la substitucié es
denota com a o(t) (o to). Es pot extendre naturalment a
literals i clausules.

La composicié de substitucions o i ¢’ es denota com ¢’ o0 i
és aquella substitucié tal que ¢’ o o(t) = o/(c(t)) = too’.

Sigui o = {X—f(a,Y),Y— Z}io' ={Y — b,Z+— c} sigui
= F(X, F(Y.2))
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Unificacié (ii)

e Unificacié és, donats dos termes s = t, decidir si existeix
alguna substitucion (unificador) o tal que o(s) = o(t).
@ La unificabilitat es pot decidir en temps polinomic.

e Donada una equacié solucionable s = t, I'unificador més
general (o = mgu(s, t)) és aquell tal que qualsevol altre
unificador ¢’ d's i t, és una particularitzacié de o, és a dir,
que existeix una substitucié p tal que: ¢/ = poo.

@ Generalitzem els conceptes a problemes d'unificacié: conjunts
d'equacions {s; = t;,...,5, = t,}.
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Unificacié (iii)

Procediment d’unificacid, (si unifica déna el mgu):
Q@ PU{tZt}=P
Q PU {f(tl, ce tn) == f(sl, R Sn)} — PUlgign{ti L S,'}
Q@ PU{f(t1,...,ta) = g(s1,...,5,)} = CLASH (f # g)
QO PU{XZt)= P{X—thU{X=t}siXecvars(P)i
X ¢ vars(t). Sit=Y i X oY no apareixen a la resta del
problema, no aplicarem la regla.

Q@ PU{X =t} = OCCUR-CHECK (si X € vars(t) i X # t)

’

El procés acaba quan produim un OCCUR-CHECK o un CLASH,
no unificables; o quan no es poden aplicar més regles i llavors
I'unificador es pot obtenir del que ha quedat que naturalment

tindra la forma:
{Xl L t1, ..., Xm =8 tm}

on les variables sén resoltes...



Unificacié (iv)

{p(f(X,8(X)), h(Y), V) = p(Y, h(V), f(g(2), W)))}




Unificacié (iv)

{p(f(X,8(X)), h(Y), V) = p(Y, h(V), f(g(2), W)))}
{f(X,g(X)) = Y, h(Y) = h(V),V = f(g(2), W)}




Unificacié (iv)

{p(f(X,8(X)), h(Y), V) = p(Y, h(V), f(g(2), W)))}
{f(X,g(X)) = Y, h(Y) = h(V),V = f(g(2), W)}
{Y = £(X, g(X)), h(f(X,g(X))) = h(V), V = f(g(2), W)}




Unificacié (iv)

{p(f(X, £(X)), h(

2), W)}

{f(X.g(X)) =
{Y = f(X,g(X)),
{Y = f(X,g(X)),

Y),V
h(
h(
f (

><

(

Z), W)}

V= f(g(2), W)}
f(g(2), W)}




Unificacié (iv)




Unificacié (iv)




Unificacié (iv)




Unificacié (iv)

bl Y)7 \/)é Y Y (Z)7W
{f(X,g(X)) = Y, h(Y) = h(V),V = f(g(2), W)}
{Y = (X, &(X)), h(f(X,g(X))) = h(V),V = f(g(Z), W)}
{Y = f(X,g(X)), f(X,g(X)) = V,V = f(g(Z), W)}
{Y =f(X,g(X)),V = f(X,g(X)), f(X,g(X)) = f(g(Z), W)}
{Y £ (X, g(X)),V = f(X,g(X)),X £ g(2),g(X) = W}
{Y =1(g(2),8(2(2))),V = f(g(2),g(g(2))), X = g(2),g(g(Z)) = W}
{Y =1(g(2),8(g(2))), V = f(g(2),8(g(2))), X = g(2), W £ g(g(2))}
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Resolucié i Factoritzacié (i)

Sistema de demostracié refutacionalment complet

© Resolucio.
AV C -A"vV D
CoV Do on o = mgu(A,A")
@ Factoritzacio.
AV A vV C
m on o = mgu(A,A’)

Per tant podem definir (com abans) ResFact*(S) d'un conjunt de
clausules S de manera que: si T |= F llavors [0 € Resfact*(S) on
Sésla CNF de T A —F.

o Cada vegada que fem servir una clausula reanomenarem
variables per evitar confusié.
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Resolucié i Factoritzacio (ii)

TEOREMA: Church

El problema de la validesa de les férmules de primer ordre és
indecidible.

El problema de la satisfactibilitat de les férmules de primer ordre és
indecidible.

@ Fer ResFact*(S) segueix essent molt car...

@ Com demostrar que les seglients féormules no sén
insatisfactibles...?

{ p(a), =p(X) Vv p(f(X)) }

@ Com fer el nombre minim de passos de resolucié per a arribar
a la clausula buida?
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Resolucié i Factoritzacié (iii)

@ De demostracions a calculs!!!
{ (1) sum(X,0, X),

(2) =sum(X, Y, Z) Vsum(X,s(Y),s(Z2)),
(3) —sum(s(0), s(s(0)), Resultat) }

@ Com garantir que es miren tots els camins quan ens cal?
(mltiples respostes)
Per exemple:
{ (C1) append(nil, W, W),

(C2) —append(X, Y, Z) Vappend(U - X, Y, U - 2),
(Q3) —append(V - L1,L2,V - a- nil) }
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Millores en la resolucio

@ La explosié combinatoria de la resolucid sistematica és massa
gran!

@ S'afegeixen més i més clausules i de vegades més i més grans.

Com millorar-ne I'eficiencia ?

o Estrategies: regles heuristiques que determinen I'ordre en que
s'ha d’explorar “I'espai de cerca”: mateix espai de cerca pero
potser t'estalvies de mirar-lo tot. Per exemple la unit
preference...

@ Restriccions: prohibicions de certs passos de resolucié
depenent de la forma dels resolents. Decreix I'espai de cerca...
Pero la completesa no esta sempre garantida
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Restriccions (i)

© P-resolucié: Un resolent sempre positiu. (Completa)

@ Resolucié lineal: Si donada una clausula C, el procés de
resolucié fa el primer pas amb C i tots els passos seglients
tenen com a minim un “descendent” de C. (Completa)

© Conjunt de Suport: Cal conéixer un subconjunt T de la
teoria F tal que F \ T sigui satisfactible. Llavors es
prohibeixen els passos de resoluci6 entre clausules de F \ T.
Per exemple Per saber si una férmula és conseqiieéncia logica
d'una teoria. (Completa)
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Restriccions (ii)

o

o

Restriccié d’entrada: Cada pas de resolucié ha d'utilitzar un
resolent de la teoria inicial. (No complet) (Horn Complet)

Resolucié unitaria: Cada pas de resolucié ha d'utilitzar un
resolent unitari, per tant es generen clausules més petites.
(No complet) (Horn Complet)

Resolucié SLD: Lineal + Restriccié d'entrada. La clasula
base ha de ser negativa i a cada pas de resolucié I'altra
resolent ha de ser no negativa i del conjunt d’entrada. (No
complet) (Horn Complet)
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SLD-Resolucié (i)

Linear Resolution for Definite Clauses with Selection Rule

@ Programa= Regles + fets. Un sol literal positiu.

Forma Original Forma Clausal
PLAPIAN--- AP — G | =P{V—=P}V---vV-P1V (G

PLAPZNA - AP — Cp | 2Py =P2V -V =PIy Cp,
F1 F1

Fi F
@ Queries (Objectius): Cap literal positiu.

Pregunta Original ‘ Al passar negat a la teoria
GLA- NGy |G V-V -Gy
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SLD-Resolucié (ii)

@ Agafem la clausula Objectiu i en triem un atom a resoldre
(Gi).

@ Triem una clausula de P amb la que fer-hi resolucié per
exemple A} V —AZ .. —AK:

=G V...V =G ALV AL A
(mGLV ... V=G VAT L AT 26 VLV Gy)o

on o = mgu(—~G;, A})

© Ara el nou objectiu és el resolent...
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El Prolog usa una mena d’SLD Resolucié perd no és completa:

@ Sempre tria el literal de més a I'esquerra de I'objectiu.

@ Sempre usa la primera regla aplicable del programa per a fer

resolucid.

Per exemple:
p(X) : — p(X)
p(X) : — q(X)
q(a).
7 p(Y).

@ Prolog no controla occur-check!!

@ Proporciona aspectes extra-logics per a controlar I'eficiencia...



Conclusions

@ Conclusions



Conclusions

Punts essencials

@ Logica proposicional: raonament sobre conjunts finits. SAT
decidible. Resolucid, refutacionalment completa.

@ Logica de primer ordre: raonament sobre conjunts infinits.
SAT semi-decidible. Resolucié (+factoritzacid),
refutacionalment completa.

@ Programacié Logica: basada en SLD-resolucié. Turing
completa.
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