Problemas de examenes de Estructuras algebraicas

1. Consideremos las operaciones:
X*y=x%+y? sobreR y x*y=x+y+xy sobreQ—{-1}

a) estudiar las estructurd®,t) y (Q—{—1},%).
b) resolver la ecuacion 34(x)=(2*x) = 170 en R,*) y (Q—{-1},%).

2. Sea (,0) un grupo yc un elemento cualquiera @& Demostrar que e ]G | xoC = cox}es un
subgrupo de,o)

3. SeaG,.) el grupo generado por los elemerdgsb tales que? =b3=eyab=Db%a

a) Demostrar qua.b? = b.ay de esto deducir que esta formado por los elemen®s, b, b2, a.b
y b.a.

b) Formar la tabla de operacién del grupo.

c) Determinar todos los subgrupos.

4. Sea (4,b,c,d,p,q},-) un grupo.
a) Completar su tabla razonando el procedimiento seguido.
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b) Encontrar todos sus subgrupos.
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5. En el grupo conmutativé([]) con elemento neutdefinimos la operacion:
allb+e

a) Demostrar siG,[1,[0) es un anillo conmutativo con divisores de 0.
b) SiG = {e,a,b} hacer las tablas de las operaciohkeg [1.

6. EnQ definimos la operaciom .b =at+b—aab, siendoa un elemento fijo d€).

a) Demostrar que la estructu€@, ) cumple la propiedad asociativa y tiene elemento neutro.
b) Comprobar qued,.) no es un grupo y determirlapara que@—{k},.) sea un grupo.

c) DeterminaiB para que . sea distributiva con respecto a la operactin=a+b+p,

7. Se consideran eh las operacionesoy = Xx+y+1 y Xty = X+y+Xxy.
a) Demostrar quéeZ(o,*) es un anillo unitario.
b) Averiguar si los conjuntos {31 |n(0Z} y {31 |nJZ} son o no subanillos.

8. DadoallZ definimos para cualesquiexy1Z la relacionxRy si y solo sikx-y =a.

a) Demostrar que R es de equivalencia y encontrar el conjunto cociente.

b) Al conjunto cociente anterior, que notaremos pf@a) le definimos las dos operaciones
siguientes:

X3 yO= B+y0 XEYO= Key0

Hacer las tablas d&((7),+,-) y €/(8),+,")
c) Resolver las ecuaciones

4LX+3B0U= 0
2LX-B0= 20
[B7LIX+940= 270

9. EnR2 definimos las operaciones:
(a,b)d(c,d) = (atc,b+d) &,b)(c,d) = (ac,ad+b)

a) Demostrar queR?,0,0) es un anillo unitario conmutativo.
b) Encontrar los elementos inversibles y los divisores de cero.

10. SiA= {&1+&2ﬁ+&3\/§ | a1,a2,a301Q}, demostrar qué es un subanillo deR(+,-).

11. Demostrar que para cualquier numero nataraésx = 1 una raiz del polinomio
nx"™1_(n+1)x"+1 y encontrar su multiplicidad. Factorizar este polinomi&éxj y C[x] para el



cason = 3.

12. En el algebra de Bool® (E),[1,n) definir que son los mintérminos i los maxtérminos de 3
variables y expresar como suma de minterminos las expresiones:

a) An BnC))J (A OB OC)
b) AnB)O(An C) (A n BY

y simplificarlas.

13. Sea A\ +,-) una algebra de Boole. Definimos una nueva operacidnxny = (xy')+(Xy).

a) Demostrar queX([]) es un grupo abeliano.

b) Demostrar queX[],-) es un anillo conmutativo y unitario.

c) En el caso particular de qua,t,-) = P({1,2}),d,n) hacer la tabla de las operaciones de
(A,0,9).

14. Demostrar las siguientes propiedades validas en las algebras de Boole:

atb=ab O a=b
ab'+ab=0 O a=b
ab=0 O ab'+ab=atb

15. Expresar como producto de maxtérminos de 4 variables la funcion booleana:

f(X1,X2,X3,X4) = X1XgHX1 X4+ (X' +X3) (X1 +XoHX3'+Xy

16. Simplificar las funciones booleanas de 4 variables:

a) @b'+c)(b'+c’)(a+b)(b+cd’)
b) (@'+b')c+b'c'+ab+b(c+d’)

17. En Ginebra se retnen Rusia, E.E.U.U., Gran Bretafia y Francia para hablar del desarme.
Conviene que solo se aceptaran las resoluciones aprobadas afirmativamente al menos por tres de los
paises participantes, o que sean aprobadas afirmativamente por Rusia y E.E.U.U.. Encontrar la
formula mas simple que da el resultado de la votacién por aprobar resoluciones.

18. La familia Boole pasa sus vacaciones en la playa. Esta familia estd compuesta por el padre, la
madre, un hijo y dos hijas. Al banarse, la familia tiene las siguientes precauciones: como a la madre
no le gusta demasiado el agua, solo se bafia cuando hay algun hijo o alguna hija bafiandose y no lo
esta haciendo el padre, o bien, cuando estando bafiandose el padre se bafian las dos hijas. Encontre
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la expresion que indica cuando se bafa la madre en forma normal conjuntiva y en forma normal
disyuntiva. Simplificar las dos formulas anteriores.

19. Sea G,*) un grupo finito con 6 elementds = {e,a;,a,,a3,84,85, dondee es el neutro y de
modo queny*a; =a, ,a*ay =€, a3*ag=e,ay*ag =a,,az*a, =y, az*a; = ag, a*ag = as.

a) Calcular la tabla del grupo

b) Calcular todos los subgrupos

20. Dados 4 valores booleana,c,d(1{0,1} denotemos parabcd el niumero que en base 2 se
representa con los bigsb,c,d. Dado el enterd seaf, la funcion booleana de {0,4kn {0,1} que
nos dice si un numero es multiplo e no, es decirf(a,b,c,d) = 1 siabcd es multiplo de&k y
f(a,b,c,d) = O siabcd no es mdltiplo dé& Expresaf,, fy+f, y f3'-f, como suma de mintérmino y
simplificar las expresiones resultantes.

21. EnQ consideramos las operacioreish = a+b+(n) y allb = ab—2a—2b+6 (siendo f) un
multiplo den).

a) Demostrar que,[J) y (Q,[J) son grupos conmutativos.
b) Cuanto tiene que valampara que@,[],[]) sea un cuerpo.



