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Cualquier vector x, cuyas componentes representan partes de un todo, esta sujeto a
la restriccion de que la suma de sus componentes sea la unidad, o en el caso general,

EL PROBLEMA DEL ANALISIS ESTADISTICO
DE DATOS COMPOSICIONALES

G. Mateu-Figueras, J.A.Martin-Fernandez, V. Pawlowsky-Glahn y C.
Barcel6-Vidal

Departament d’Informatica i Matematica Aplicada
Universitat de Girona, 17071 Girona
E-mail: gloria.mateu@udg.es
josepantoni.martin@udg.es
vera.pawlowsky@udg.es
carles.barceloQudg.es

RESUMEN

El problema del analisis estadistico de datos composicionales ha sido y es una
fuente de preocupacion para muchos cientificos desde que en 1897 Karl Pearson
pusiera de manifiesto la inadecuacion de los métodos estadisticos clasicos para
el estudio de los mismos. Los datos composicionales son realizaciones de
vectores aleatorios de suma constante. Es incuestionable la frecuencia con
que aparecen medidas de esta indole en las ciencias aplicadas —ciencias de
la tierra (geoquimica, petrologia, ...), biologia, quimica, ciencias ambientales,
economia, medicina, sociologia, ingenieria— y, por ende, es incuestionable el
interés por disponer de herramientas adecuadas para su analisis.

Palabras y frases clave: simplex, diagrama ternario, operador clausura,
logcociente.
Clasificacion AMS: 62Pxx

Los datos composicionales

una constante.

Definicién 1 Un dato composicional x = (1, xa,. ..
vector con componentes estrictamente positivas, tal que la suma de todas ellas es
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,xp)’ con D partes, es un



igual a una constante k. Su espacio muestral es el simplex S”, definido por
D
SY = {(ffl,Iz,«-- ,xp) @ > O;in = k}
i=1

Para el caso D = 3, el simplex S? suele representarse mediante el diagrama ternario,
tridngulo equildtero de altura k (véase la figura 1). Existe una correspondencia
biunivoca entre los datos composiciones con 3 partes y los puntos del diagrama
ternario. Un dato composicional x = (z1,xs,x3)" se corresponde con el punto que
dista z1, x9 y 3, respectivamente, de los lados opuestos a los vértices 1, 2 y 3.

1

X3 X2

x1

Figura 1: Representacién de un dato composicional (1, %2, x3)" en el simplex S3.

En su formulacion estadistica, los datos composicionales son realizaciones de una
composicién, vector aleatorio cuyo recorrido estd en S”. En estos casos se plantea
la necesidad de aplicar técnicas estadisticas para el estudio e interpretaciéon de este
tipo de datos.

Estos aparecen en areas muy diversas. Asi, por ejemplo, en Geologia al expresar la
composicion geoquimica de una roca como el porcentaje en peso de los 6éxidos méas
abundantes. Encontramos en la literatura numerosos trabajos con diferentes objeti-
vos. Por ejemplo, Thomas y Aitchison (1998) estudian qué éxidos son mas efectivos
a la hora de discriminar entre dos tipos de calizas. Tolosana et al (2002) presentan
un analisis discriminante de basaltos y rocas afines basandose en los elementos traza
presentes en los mismos. Buccianti et al (2002) utilizan el porcentaje de los compo-
nentes quimicos de los gases en fumarolas de volcanes para estudiar las constantes
de equilibrio en diferentes reacciones quimicas. Weltje (2001) construye regiones de
confianza en el simplex para rocas detriticas. También es frecuente encontrar datos
composicionales de naturaleza granulométrica provenientes de sedimentos marinos.
En estos casos se separan las componentes arenosas de los sedimentos segtn el ta-
mano del grano y se mide el porcentaje en peso de cada tamano de grano respecto
del peso total de la muestra recogida. Martin-Ferndndez et al (1997) analizan la
base de datos Darss Sill, que contiene muestras de sedimentos en diferentes puntos
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geograficos del fondo del Mar Baltico, con el objetivo de realizar un mapa del fondo
marino con diferentes zonas segun el tipo de sedimento.

En Economia encontramos datos de tipo composicional al estudiar, por ejemplo, la
distribucién de un presupuesto entre las diferentes partidas (Andries, 1999). Tam-
bién en Arqueometria aparecen datos composicionales al estudiar, por ejemplo, la
composicion geoquimica de las ceramicas procedentes de excavaciones arqueoldgicas
con el objetivo de determinar su origen (Buxeda, 1999).

Antes de indicar la problematica especifica que comporta el analisis estadistico de
los datos composicionales introducimos dos definiciones de gran importancia: el
operador clausura y la nocién de subcomposicién.

A partir de un vector con componentes positivas siempre podemos obtener un dato
composicional de SP. Basta con dividir cada una de sus componentes por la suma
de todas ellas. Este hecho conduce a dar las definiciones siguientes.

Definicién 2 El operador clausura C es una transformacién que hace corresponder
a cada vector w = (wy, ws, ... ,wp) de RY su dato composicional asociado C(w) =
kw/(wy + wy + -+ +wp) de 8P, con k la constante de clausura.

En algunos casos puede interesarnos analizar inicamente el valor de las magnitu-
des relativas de un subconjunto de partes de unos datos composicionales. Es pues
necesario disponer de un procedimiento de formacién de subcomposiciones.

Definicién 3 Si S es un subconjunto cualquiera de las partes 1,2, ... , D de un dato
composicional x € 8P y xg simboliza el subvector formado por las correspondientes
partes de x, entonces s = C(xg) recibe el nombre de subcomposicién de las S partes
de x.

Si bien la formacion de una subcomposiciéon es en esencia una trasformacion de
SP a un simplex de dimensién inferior, obsérvese que tiene la buena propiedad de
conservar la magnitud relativa entre las partes.

2 Principales problemas

La restriccion de la suma constante ha sido considerada la fuente de todos los pro-
blemas pues impide la aplicacion de los procedimientos estadisticos habituales que
se utilizan para datos que no presentan esta restriccion. Noétese, por ejemplo, que
el cambio en una de las partes provoca el cambio en como minimo una de las otras
partes.

Una de las dificultades mas relevantes es la imposibilidad de interpretar correcta-
mente las covarianzas y los coeficientes de correlaciéon. En 1897 Pearson ya puso de
manifiesto esta dificultad en su articulo “On a form of spurious correlation”, donde
advertia a la comunidad cientifica de la existencia de una falsa correlacion entre
las partes una composicion. La matriz de correlaciones habitual no puede anali-
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zarse en el estudio de vectores de suma constante porque presenta necesariamente
correlaciones negativas no nulas, determinadas precisamente por la mencionada res-
triccién. Pearson califico estas correlaciones como espurias ya que falsean la imagen
de las relaciones de dependencia y pueden conducir a interpretaciones erréoneas. En
particular, si analizamos la matriz de covarianzas usual entre las partes de una
composicién, K = {cov(x;,x;) 14,5 = 1,2,... , D}, obtenemos que

cov(z, x1) + cov(z, o) + -+ - + cov(z;, xp) =0 i=1,2,....D

a causa de la restriccion S22 a; = k. Sabemos que cov(z;, ;) = var(z;) > 0, excep-
to en la situacion trivial que la parte x; sea una constante. Este hecho provoca que
necesariamente deba haber una covarianza cov(z;, ;) (i # j) de signo negativo. Ve-
mos pues que estas covarianzas no son libres de tomar cualquier valor. Esto invalida
la interpretacién habitual de las covarianzas, y por ende de las correlaciones, pues a
priori suponemos que deberian poder adquirir libremente valores nulos, positivos o
negativos. Por el mismo motivo, el hecho que el coeficiente de correlacién entre dos
partes cualesquiera de una composicién sea igual a 0 no puede interpretarse, como
es habitual, como indicio de independencia entre ambas partes.

Encontramos otra incoherencia en relacion a las subcomposiciones. Intuitivamente
esperariamos encontrar una cierta relacion entre la matriz de covarianzas de una sub-
composicion y la de la composicién de procedencia. Sin embargo, no existe ninguna
relacion. Es posible, incluso, que dos partes estén correlacionadas positivamente
en el seno de una composiciéon y en cambio pasen a tener correlacion negativa al
analizarlas como partes integrantes de una subcomposiciéon. En otras palabras, el
signo de la covarianza entre dos partes puede ir fluctuando cuando nos movemos
de la composicién inicial a subcomposiciones de dimensién cada vez més pequena.
Aitchison (1997) nos muestra este problema mediante un sencillo ejemplo. Consi-
deremos dos cientificos A y B que analizan muestras de tierra divididas en partes
iguales. Para cada una de las partes de la muestra, el cientifico A calcula un dato
composicional de 4 partes (animal, vegetal, mineral, agua). El cientifico B proce-
de primero al secado de las muestras eliminando el agua de las mismas y calcula
a continuacién datos composicionales de 3 partes (animal, vegetal, mineral). Esta
claro que, los datos composicionales de 3 partes del cientifico B son subcomposicio-
nes de los datos composicionales del cientifico A. Sin duda, es obvio que cualquier
conclusion sobre las partes comunes deberia ser la misma para los dos cientificos.
Supongamos que se han obtenido los siguientes datos:

(w15 793 w35 74) (515 52;83)
(0.1;0.2;0.1;0.6)  (0.25;0.50; 0.25)
(0.2:0.1:0.1;0.6)  (0.50;0.25: 0.25)
(0.3:0.3:0.2;0.2) (0.375;0.375;: 0.25)

Cuando el cientifico A calcula la correlacion entre las partes animal y vegetal, obtiene
corr(zy, x9) = 0.5 mientras que el cientifico B obtiene corr(sy, sg) = —1.
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En general tampoco es correcto aplicar las operaciones clasicas del espacio real vecto-
rial a los datos composicionales. Martin-Fernandez et al (1998) muestran un ejemplo
que pone en evidencia que la distancia euclidiana no es una medida de diferencia
adecuada entre datos composicionales. Consideremos, por ejemplo, dos empresas
A vy B de las cuales se recoge la proporcién de dias anuales en los que se paro la
produccién, la proporciéon de dias en los que se redujo la produccion a la mitad y
por 1ltimo, la proporcion de dias normales. Estos 3 valores forman un dato com-
posicional de 3 partes. Supongamos que los resultados correspondientes a los anos
1999 y 2000 para la empresa A son Agg = (0.2;0.1;0.7) y Ago = (0.1;0.2;0.7) y
para la empresa B son Bgg = (0.4;0.3;0.3) y Bgo = (0.3;0.4;0.3). Si comparamos
Agg v Ago vemos que los dias de paro de produccion del ano 2000 se han reducido
a la mitad en relacion al anio 1999. Esto no se observa en la empresa B. Se con-
cluye pues que hay una diferencia mas grande entre los dos datos de la empresa A
que entre los dos datos de la empresa B. No obstante, con la distancia euclidiana
habitual obtenemos la igualdad, es decir, d,(Agg, Aoo) = dew(Bgg, Boo). De ello se
desprende que la distancia euclidiana no tiene sentido cuando trabajamos con datos
composicionales. Esto tiene consecuencias estadisticas importantes porque existen
multitud de conceptos y técnicas estadisticas que se fundamentan de forma mas o
menos explicita en la distancia euclidiana.

Otra de las dificultades importantes es la falta de familias paramétricas suficien-
temente flexibles para modelar los conjuntos de datos composicionales. Las dis-
tribuciones de Dirichlet y sus generalizaciones se obtienen mediante la clausura de
vectores aleatorios con componentes independientes. Como consecuencia, sus partes
son practicamente independientes, puesto que su correlacion esta inicamente moti-
vada por el hecho de haber dividido todas sus componentes por la suma de éstas.
Esto impide su uso en la modelizacién de fenémenos con relaciones de dependencia
no inducidas por la suma constante.

Todas estas dificultades ponen de relieve la necesidad de replantear el andlisis es-
tadistico de los datos composicionales.

3 Principios fundamentales

Muchos han sido los autores que han intentado afrontar los problemas del andlisis
estadistico de los datos composicionales. La solucién no aparece hasta 1982 cuando
Aitchison presenta, por primera vez, una forma de evitar la restriccion de la suma
constante.

Aitchison argumenta que todas las dificultades de interpretacién vienen motivadas
por centrar nuestra atencion en las magnitudes absolutas de las partes x1, zo, ... ,2p
de una composicion. Nuestra atencién debe centrarse en la magnitud relativa de las
partes, es decir, en los cocientes x;/z; (i,j = 1,2,...,D;i # j). Por lo tanto
diremos que un problema es composicional cuando reconozcamos que el valor en
términos absolutos de las partes es irrelevante. Esto es un principio fundamental
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del andlisis de datos composicionales que Aitchison (1997) denomina invariancia por
cambios de escala. Una importante consecuencia que se deduce de este principio es
que

“cualquier funcién aplicada sobre datos composicionales debe poder expresarse en
términos de cocientes entre sus partes o componentes’.

Trabajando con los cocientes desaparecen los problemas de las correlaciones espurias.
Por otra parte, la magnitud relativa entre las partes de una subcomposicion no
cambia en relacién a la magnitud relativa entre las partes de la composicion original,
es decir, s;/s; = x;/x;. Por lo tanto, cuando trabajamos con funciones invariantes
por cambios de escala, somos “subcomposicionalmente” coherentes.

La metodologia de Aitchison se basa en la trasformacién de los datos composiciona-
les al espacio real multivariante. Notemos que el espacio muestral para los cocientes
entre las partes es el octante positivo de RP~1. Si tomamos los logaritmos de los co-
cientes, el espacio final es todo R”~! y por lo tanto podemos aplicar cualquier técnica
estadistica cldsica. Esta estrategia se remonta al trabajo de McAlister (1879) quien
desarroll6 los fundamentos de la ley lognormal univariante tomando el logaritmo de
los datos.

Tenemos diversas posibilidades de transformacién de los datos, todas ellas basadas
en los logaritmos de cocientes entre las partes de un dato composicional

Definicién 4 La trasformacién logcociente aditiva (alr) de x € SP a'y € RP~! se
define como y = alr(x) = (In(z1/zp), In(vs/xp), ... ,In(xp_1/2p)) .

Esta trasformacién es biyectiva pero no es simétrica en las partes de x ya que la parte
del denominador adquiere un protagonismo especial respecto al resto. Este hecho
condujo a Aitchison (1986) a introducir la transformacién logcociente centrada

Definicién 5 La trasformacién logcociente centrada (clr) de x € SP a z € R se
define como z = clr(x) = (In(z1/g(x)),In(22/g(x)), ... ,ln(xD/g(x)))/, donde ¢(x)

es la media geométrica de las D partes de x.

Esta trasformacion es biyectiva, y simétrica entre las partes. Su imagen es el hiper-
plano de R” que pasa por el origen y es ortogonal al vector de unidades, es decir,
la suma de las componentes del vector trasformado es igual a cero. Nos encon-
tramos pues ante una nueva dificultad ya que la matriz de covarianzas del vector
trasformado sera singular.

Por esta razén Aitchison aplica una estrategia doble en sus trabajos. En las aplicacio-
nes que exigen simetria en el tratamiento de sus componentes utiliza la trasformacion
clr. Para la modelizacién de conjuntos de datos composicionales con distribuciones
multivariantes, utiliza la trasformacién alr. De esta forma evitamos trabajar con
distribuciones degeneradas.

Los desarrollos de la propuesta de Aitchison fueron publicados en diferentes articulos,
resumidos en su monografia (Aitchison, 1986). A esta monografia le siguen numero-
sos trabajos entre los cuales destacamos Aitchison (1997, 2001). Siguiendo la linea
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de Aitchison se han adaptado al analisis de datos composicionales diversas técnicas
estadisticas, entre ellas, la prediccién de observaciones multivariantes con dependen-
cia espacial o cokrigeado (Pawlowsky, 1986, 2003), el analisis discriminante (Barceld,
1996) o la clasificacion no paramétrica (Martin-Fernandez, 2001). Por otra parte es-
ta metodologia ha permitido ampliar las familias de distribuciones sobre el simplex.
Destacamos el modelo normal logistico aditivo (Aitchison, 1996), el modelo normal
asimétrico logistico aditivo (Mateu-Figueras et al, 1998) o los modelos basados en
las trasformaciones Box-Cox (Barceld, 1996).

Actualmente se ha desarrollado el fundamento matematico del simplex (Barceld,
2001). Sabemos que S” tiene una estructura de espacio vectorial euclidiano, con
unas operaciones, un producto escalar y una distancia propias y diferentes a las
clésicas del espacio real (Pawlowsky y Egozcue, 2001). Esta estructura de geometria
euclidiana ha permitido reformular conceptos fundamentales de los estimadores y
obtener sus primeras propiedades con referencia al sesgo o a la variancia (Pawlowsky
y Egozcue, 2002). En esta linea, han surgido los primeros trabajos en relacién al
estudio de las técnicas de regresion lineal multivariante sobre datos composicionales
(Daunis-i-Estadella et al, 2002).

4 Conclusiones

Los datos composicionales aparecen frecuentemente y en disciplinas muy dispares.
Es, por lo tanto, necesario disponer de herramientas adecuadas para su analisis
estadistico.

La restriccién que la suma de las partes de un dato composicional sea igual a una
constante provoca la inadecuacion de los métodos estadisticos clasicos. En conse-
cuencia, es necesario desarrollar nuevas metodologias compatibles con el cardcter
composicional de los datos. Estas se fundamentan en la linea iniciada por Aitchison
(1982) basada en la trasformacién, mediante logcocientes, de los datos composicio-
nales al espacio real multivariante.
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