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RESUMEN

Por vector composicional se entiende un vector cuyas componentes son to-
das estrictamente positivas y de suma constante. Revisamos esta definición
partiendo de una relación de equivalencia en el octante positivo del espacio
real que permite identificar las composiciones con clases de equivalencia. La
transformación logaŕıtmica entre el conjunto de las composiciones y un espacio
vectorial real euclidiano permite demostrar que el śımplex es una representa-
ción posible del conjunto de clases y que tiene estructura de espacio vectorial
real euclidiano. Además, la metodoloǵıa de Aitchison es compatible con esta
estructura y no depende de la representación.

Palabras y frases clave: clases de equivalencia, espacio soporte, estructura
algebraica y geométrica del espacio soporte, śımplex.
Clasificación AMS: 46N30.

1 Introducción

Históricamente, los datos composicionales han sido identificados con datos clausu-
rados, y el śımplex ha sido considerado el espacio muestral natural o soporte de este
tipo de datos. A nuestro entender, ha sido precisamente el énfasis sobre la restric-
ción debida a la suma constante el que ha contribuido a enmascarar su naturaleza
real. Pensamos además que es la razón subyacente a la mayoŕıa de las controversias
suscitadas por la metodoloǵıa introducida por Aitchison (1986). Véase a t́ıtulo de
ejemplo las polémicas recogidas en los siguientes art́ıculos: Aitchison (1989a, 1989b,
1990a, 1991, 1992), Aitchison et al. (2000, 2001), Barceló-Vidal et al. (1999), Baxter
(1993), Bohling et al. (1996), Rehder and Zier (2001), Tangri and Wright (1993),
Tauber (1999), Watson (1990, 1991), Watson and Philip (1989), Whitten (1995),
Woronow (1997a, 1997b), Zier and Rehder (1998).
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Sin embargo, más crucial que la propiedad de la restricción es la propiedad de la inva-
riancia por cambios de escala. En efecto, cuando consideramos únicamente algunas
partes de una composición, nuestras observaciones siguen siendo composicionales, a
pesar de no satisfacer la restricción de suma constante. Este hecho fue reconocido
por Aitchison (1992) al argumentar que todo análisis estad́ıstico consistente de datos
composicionales debiera basarse en logcocientes, y está en la base de los desarrollos
ulteriores de esta metodoloǵıa, recogidos esencialmente en las siguientes publicacio-
nes: Aitchison (1990b, 1997, 1999, 2002), Aitchison and Bacon-Shone (1999), Aitchi-
son and Greenacre (2002), Aitchison and Thomas (1998), Barceló-Vidal (1996), Bar-
celó and Pawlowsky (1994), Barceló et al. (1995, 1996), Mart́ın-Fernández (2001),
Mart́ın-Fernández et al. (1997, 1998a, 1998b, 1998c, 1999, 2000), Mateu-Figueras
et al. (1998), Pawlowsky-Glahn and Barceló-Vidal (1999), Pawlowsky-Glahn and
Egozcue (2001, 2002).
Para hacer justicia a este hecho, pensamos que es necesario dar una definición más
amplia del concepto de composición, y aśı lo hacemos en la sección 2 del presente
trabajo, donde se introduce la relación de equivalencia composicional en el ortante
positivo del espacio real D-dimensional IRD. Obtenemos aśı que el espacio de todas
las composiciones —el espacio composicional C— es un espacio cociente, y que el
śımplex SD es una forma entre muchas de representar C. A resultas de ello es
todav́ıa más evidente que todo análisis de datos composicionales puede y debe ser
independiente de su representación, y por ende de su suma constante.
Partiendo de esta definición más amplia y recurriendo a las transformaciones expo-
nencial y logaŕıtmica, desarrollamos en las secciones 3 a 6 los sucesivos pasos para
definir una estructura euclidiana en el espacio composicional C. Primero, definimos
una estructura euclidiana sobre un espacio vectorial cociente real L de dimensión
D − 1, y luego transferimos dicha estructura a C mediante la transformación expo-
nencial. Todos estos resultados han sido ampliamente desarrollados en Barceló-Vidal
(2000).

2 El espacio de las composiciones

2.1 Primeras definiciones y propiedades

Denominaremos vector D-observacional a todo vector D×1 real w = (w1, . . . , wD)′

cuyas componentes o partes son estrictamente positivas. El conjunto de todos es-
tos vectores es el ortante positivo IRD

+ , subconjunto del espacio real IRD. Diremos
que dos vectores D-observacionales w y w∗ son composicionalmente equivalentes,
y escribiremos w ∼ w∗, si existe una constante positiva k tal que w = kw∗. Esta
relación de equivalencia sobre IRD

+ divide el espacio en clases de equivalencia denomi-
nadas composiciones con D-partes o, brevemente, composiciones. Representaremos
la clase de equivalencia generada por un vector w ∈ IRD

+ por

w = {kw : k ∈ IR+}.
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El conjunto de todas las composiciones, es decir, el espacio cociente IRD
+/∼, se

denomina espacio composicional, y se representa por C. La aplicación cociente de IRD
+

en C que asigna a cada vector w su clase w, se representa por ccl (de compositional
class):

ccl w = w (w ∈ IRD
+).

Una composición con D-partes puede interpretarse geométricamente como una se-
mirrecta que parte del origen de coordenadas en el ortante positivo de IRD (ver Fig.
1a).
Nótese que la relación de equivalencia puede reformularse a partir de cocientes de
las componentes de vectores observacionales, pues es inmediato ver que dos vectores
w = (w1, . . . , wD)′ y w∗ = (w∗1, . . . , w

∗
D)′ son composicionalmente equivalentes śı, y

sólo śı,
wi
wj

=
w∗i
w∗j

∀ i, j = 1, . . . , D.

2.2 Criterios de selección

Toda composición w queda completamente determinada por un vector observacional
arbitrario de la clase de equivalencia. En consecuencia, pueden utilizarse diversos
criterios para elegir un vector observacional espećıfico como representante de una
composición, dando lugar a resultados interesantes.

Criterio lineal

Representaremos por cclL el operador que transforma cada vector w ∈ IRD
+ en el

vector de suma unidad w/
∑D

i=1 wi. Este operador corresponde al operador clausura
introducido en Aitchison (1986, p. 31). Es inmediato que w ∼ cclL w, y que el
operador cclL es constante sobre los vectores de una misma clase de equivalencia
composicional, de modo que si w ∼ w∗, entonces cclL w = cclL w∗.

Definición 1. La operación que selecciona de cada composición w como represen-
tante el vector observacional de suma unidad cclL w se denomina criterio lineal.

Geométricamente, cclL w es la intersección de la semirrecta w, que parte del origen,
con el hiperplano de IRD definido por la ecuación

∑D
i=1 wi = 1 (ver Fig. 1a). El

conjunto de todos estos puntos es el śımplex :

SD = {(w1, . . . , wD)′ : wi > 0,∀i = 1, . . . , D;
D∑
i=1

wi = 1}.

El śımplex S3 se conoce también como diagrama ternario, un triángulo equilátero de
altura unidad. Para cada punto P del triángulo 123 (ver Fig. 1b) las perpendiculares
w1, w2 y w3 de P a los lados opuestos a 23, 13 y 12, respectivamente, satisfacen
w1 +w2 +w3 = 1. Análogamente, el śımplex S4 corresponde a un tetraedro regular
1234 de altura unidad.
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Figura 1: (a) Las composiciones con 3-partes se interpretan como semirrectas que parten del
origen de IR3

+. Criterio de selección lineal. (b) El śımplex S3.

Criterio esférico

Representaremos por cclE el operador que transforma cada vector w ∈ IRD
+ en

el vector de norma unidad w/‖w‖. Es inmediato ver que w ∼ cclE w, y que el
operador cclE es constante sobre los vectores de una misma clase de equivalencia
composicional, de modo que si w ∼ w∗, entonces cclE w = cclE w∗.

Definición 2. La operación que selecciona de cada composición w como represen-
tante el vector observacional de norma unidad cclE w se denomina criterio esférico.

Geométricamente, cclE w es la intersección de la semirrecta w, que parte del origen,
con la esfera unidad de IRD centrada en el origen (ver Fig. 2a).

Criterio hiperbólico

Representaremos por cclH el operador que transforma cada vector w ∈ IRD
+ en

el vector de producto unidad w/g(w), donde g(w) = (
∏D

i=1 wi)
1/D es la media

geométrica de las componentes del vector w. Es inmediato que w ∼ cclH w, y que
el operador cclH es constante sobre los vectores de una misma clase de equivalencia
composicional, de modo que si w ∼ w∗, entonces cclH w = cclH w∗.

Definición 3. La operación que selecciona de cada composición w como represen-
tante el vector observacional de producto unidad cclH w se denomina criterio hi-
perbólico.

Geométricamente, cclH w es la intersección de la semirrecta w, que parte del origen,
con la superficie hiperbólica HipD de IRD

+ definida por la ecuación
∏D

i=1 wi = 1 (ver
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Figura 2: (a) Criterio de selección esférico (caso D=3); (b) Criterio de selección hiperbólico
(caso D=2).

Fig. 2b). La Figura 3 muestra los tres criterios de selección para D = 2 en una
única gráfica.

Otras representaciones

En las definiciones precedentes, hemos hecho referencia a vectores de suma unidad,
de norma unidad, y de producto unidad. Es evidente que la unidad puede sustituirse
por cualquier constante arbitraria, tal y como suele hacerse con frecuencia en la
práctica, por ejemplo al trabajar con tantos por cien, partes por millón, u otras
unidades similares, en lugar de con tantos por uno. Pero no es ésta la única forma
de obtener otros representantes de un dato composicional. De hecho, basta hallar
una representación única, que en su versión más sencilla será una superficie que
tenga intersección única con cada clase de equivalencia, y ello se da por ejemplo con
planos inclinados. Resulta entonces que la caracteŕıstica de algo constante (suma,
producto, norma) no es esencial a la representación. Luego, cualquier conjunto de
datos cuyos vectores observacionales están en el ortante positivo de IRD

+ es candidato
a ser considerado un conjunto de datos composicionales. Surge entonces la pregunta
referente a cómo determinar cuando son composicionales y cuando no, pregunta a
la que intentamos responder en el siguiente apartado.
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Figura 3: Tres criterios de selección de representantes de una composición (caso D = 2).

2.3 Naturaleza composicional de un conjunto de datos

Cuando las componentes de los vectores observacionales de un conjunto de datos
representan cocientes de un total dado, es decir, cuando representan magnitudes
relativas, los datos serán con toda seguridad composicionales, pues las componentes
tan sólo nos aportan información relativa y no absoluta. En estos casos, sólo los
cocientes entre componentes tienen sentido, y esos cocientes son independientes del
total arbitrario.
Ocasionalmente, las componentes de los vectores observacionales representan mag-
nitudes absolutas y tienen por tanto un significado en śı mismas. Sin embargo, a
pesar de ello, podemos optar por tener en cuenta únicamente la información apor-
tada por los cocientes entre componentes. En este caso, asumimos que los vectores
w y kw, para todo k > 0, nos aportan la misma información. Por ello, en este caso,
estamos interpretando nuestros datos como datos composicionales.
En todo caso, tanto si nuestro conjunto de datos es de naturaleza composicional
de origen, como si elegimos analizarlos como tales, nuestro análisis debe ser inde-
pendiente de los representantes elegidos para representar las composiciones. Esto
es equivalente a decir que todo análisis que pretenda tener un sentido debe poder
expresarse en términos de cocientes de componentes de los vectores composicionales.
En términos matemáticos, es equivalente a trabajar con clases de equivalencia del
espacio composicional C. Por ello, aunque la representación del espacio composicio-
nal en el śımplex se considere óptima por ser la más sencilla, debemos ser capaces
de realizar nuestro análisis independientemente de la representación.
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2.4 Subcomposiciones

Ocasionalmente, necesitamos centrar nuestra atención sobre las magnitudes relativas
de un subconjunto de las partes.

Definición 4. Dada una composición w ∈ C, toda composición obtenida de la se-
lección de dos o más partes de w se denomina subcomposición de w.

Sea C el número de partes seleccionadas, con 2 ≤ C < D. Representamos por S
el subconjunto ordenado de ı́ndices de las partes seleccionadas de w a incluir en la
subcomposición, y por wS la subcomposición resultante, que pertenece al espacio
composicional CS.

Definición 5. Dado un conjunto ordenado S compuesto por C ı́ndices distintos de
{1, . . . , D}, la acción de extraer una subcomposición es una transformación subS de
C en CS dada por

subS : C → CS
w → wS

. (1)

Es evidente que subSw no depende del vector observacional elegido para representar
la composición w. Geométricamente, formar una subcomposición wS a partir de una
composición w con D-partes, corresponde a la proyección ortogonal de la semirrecta
asociada a w en IRD

+ sobre un subespacio de dimensión C. Este subespacio está
generado por los ejes de coordenadas asociados a las partes seleccionadas para formar
la subcomposición (ver Fig. 4).
La aplicación subS de C en CS no es inyectiva. A pesar de ello, seŕıa interesante
definir una aplicación de CS en C que de forma uńıvoca asocie toda composición
de CS a una composición de C. Con el fin de no complicar la notación de forma
innecesaria, asumiremos sin pérdida de generalidad que S = {D − C + 1, . . . , D}.

Definición 6. Dado un vector wS ∈ CS, definimos la aplicación incS de CS en C
por

incS wS = ccl

(
1,

D−C
. . . , 1,

w1

g(wS)
, . . . ,

wC
g(wS)

)′
, (2)

donde wS = (w1, . . . , wC)′ es un representante arbitrario de wS.

Es inmediato que incS wS no depende del vector observacional elegido para repre-
sentar la composición wS.

Proposición 1. La aplicación incS de CS en C es inyectiva. Además, la aplicación
compuesta subS ◦ incS es la aplicación identidad en CS.
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Figura 4: Interpretación geométrica de la formación de una subcomposición w12 a partir de una
composición w: (a) En IR3

+; (b) En S3.

3 Transformaciones del espacio composicional

3.1 Un espacio cociente en IRD

La transformación logaritmo de IRD
+ en IRD, siendo biyectiva, sugiere definir en IRD

una relación de equivalencia relacionada con la relación de equivalencia composicio-
nal definida en IRD

+ , pues tenemos que si w ∼ w∗, entonces log w − log w∗ es un
múltiplo del vector de unidades 1D = (1, . . . , 1)′ ∈ IRD.

Definición 7. Diremos que dos vectores z y z∗ de IRD son equivalentes, y escribi-
remos z ≡ z∗, śı y sólo śı existe una constante λ tal que z∗ = z +λ1D. Teniendo en
cuenta que U = {λ1D : λ ∈ IR} es un subespacio unidimensional de IRD, la relación
de equivalencia anterior puede escribirse asimismo

z ≡ z∗ ⇐⇒ z− z∗ ∈ U.

En consecuencia, es natural representar por z +U la clase de equivalencia generada
por el vector z en IRD. El conjunto de todas estas clases es el espacio cociente IRD/U
y lo representaremos por Ld. La aplicación cociente de IRD en Ld que asigna la clase
z + U a cada vector z ∈ IRD se indicará mediante ucl :

ucl z = z + U (z ∈ IRD).

De la Figura 5 se desprende que los clases z+U pueden interpretarse geométricamente
como rectas paralelas a 1D. Aśı pues, parece natural representar una clase de equi-
valencia z +U por el punto de intersección de la recta asociada a dicha clase con el
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Figura 5: Interpretación geométrica de clases de equivalencia en L1 = IR2/U

hiperplano V = {z ∈ IRD : z′1D = 0} ⊂ IRD, que pasa por el origen y es ortogonal
a 1D. Este punto de intersección puede interpretarse asimismo como la proyección
ortogonal sobre V de todos los vectores pertenecientes a la clase z + U . Represen-
taremos por uclV el operador que transforma cada vector z de IRD en su proyección
ortogonal sobre el hiperplano V . Es evidente que z ≡ uclV z, y que el operador uclV
es constante sobre los vectores pertenecientes a una misma clase. Es fácil demostrar
que

uclV z = z−
∑D

j=1 zj

D
1D = HDz,

donde HD es la matriz de centrado de orden D ×D habitual (Mardia et al. 1979).
Recordemos que esta matriz es igual a ID−D−1JD, donde ID es la matriz identidad
de orden D ×D, y JD = 1D1′D.

3.2 Transformaciones entre espacios cocientes

La transformación logaritmo de IRD
+ en IRD y su inversa, la transformación expo-

nencial, son compatibles con las relaciones de equivalencia ∼ y ≡ definidas en IRD
+

y IRD, respectivamente, es decir,

w ∼ w∗ in IRD
+ =⇒ log w ≡ log w∗ in IRD,

z ≡ z∗ in IRD =⇒ exp z ∼ exp z∗ in IRD
+ .
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Por ello, es posible extender estas transformaciones a los espacios cocientes C y Ld.
Representaremos por logc la transformación de C en Ld,

logc w = log w + U (w ∈ C),

y por expc la transformación inversa de Ld en C,

expc (z + U) = ccl (exp z) (z + U ∈ Ld).

Entonces, el vector proyección de la clase logc w, vendrá dado por

uclV (log w) = HD log w = log
w

g(w)
.

Definición 8. Denominaremos transformación logcociente centrada a la función
biuńıvoca del espacio composicional C en el subespacio V de IRD, definida por

clr w = log
w

g(w)
(w ∈ C).

La transformación inversa, de V en C, viene dada por

clr−1 z = ccl (exp z) (z ∈ V ).

Nótese que las transformaciones logaritmo y exponencial establecen una correspon-
dencia biuńıvoca entre la superficie hiperbólica HipD en IRD

+ y el hiperplano V en
IRD.

4 Estructura vectorial del espacio composicional

Puesto que U es un subespacio vectorial unidimensional de IRD, es posible dotar al
espacio cociente Ld = IRD/U de estructura de espacio vectorial real de dimensión
d = D− 1. Para ello, se define la suma de dos clases de equivalencia z +U y z∗+U
por

(z + U) + (z∗ + U) = (z + z∗) + U,

y el producto de una clase z + U por un escalar λ ∈ IR por

λ(z + U) = λ z + U.

La clase 1D +U es entonces el elemento neutro y el elemento inverso de z +U es la
clase (−z) + U . La correspondencia biuńıvoca entre C y Ld permite entonces dotar
a C de estructura de espacio vectorial real isomorfo a Ld. En efecto:

Definición 9. En correspondencia con la suma en Ld, se define una operación in-
terna ⊕ en C por

w ⊕w∗ = expc (logc w + logc w∗) = ccl (w1w
∗
1, . . . , wDw

∗
D)′ (w,w∗ ∈ C).

Asimismo, en correspondencia con el producto por un escalar en Ld, se define una
operación externa ⊗ en C por

λ⊗w = expc (λ logc w) = ccl (wλ1 , . . . , w
λ
D)′ (w ∈ C) (λ ∈ IR).
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De esta forma (C,⊕,⊗) deviene un espacio vectorial real, isomorfo al espacio cociente
Ld. En el grupo conmutativo (C,⊕), la composición 1D = ccl (1, . . . , 1)′ es el ele-
mento neutro, y la composición inversa de w = ccl (w1, . . . , wD)′ es la composición
w−1 = ccl (1/w1, . . . , 1/wD)′.
Puesto que (C,⊕,⊗) es un espacio vectorial real, puede entenderse como un espacio
af́ın cuando el grupo (C,⊕) opera sobre C como grupo de transformaciones.

Definición 10. Dada una composición p ∈ C, la perturbación asociada a p es la
transformación de C en C definida por

c→ p⊕ c (c ∈ C).

Diremos que p ⊕ c es la composición resultante de aplicar la perturbación p a la
composición c.

La perturbación juega en el espacio composicional el mismo rol que la traslación
en el espacio real. Del mismo modo, el conjunto de todas las perturbaciones en
C es un grupo conmutativo isomorfo a (C,⊕). En consecuencia, la composición
de dos perturbaciones p1 y p2 es la perturbación asociada a p1 ⊕ p2. Además, la
perturbación asociada a 1D es la perturbación identidad y para toda perturbación
p existe la perturbación inversa p−1. Finalmente, dadas dos composiciones

w = ccl (w1, . . . , wD)′ y w∗ = ccl (w∗1, . . . , w
∗
D)′ ∈ C,

existe una única perturbación p que transforma w en w∗ y es

p = w∗ ⊕w−1 = ccl (
w∗1
w1

, . . . ,
w∗D
wD

)′.

Nótese que estos resultados son válidos por igual para cualquier representación po-
sible del espacio composicional C. Resulta aśı que tanto el śımplex, como la in-
tersección de la esfera con IRD

+ , como la superficie hiperbólica de la sección 2.2,
tienen estructura de espacio vectorial con las operaciones indicadas compuestas con
el criterio de selección correspondiente.
La hipótesis de que el grupo de perturbaciones es el grupo de operaciones en el
espacio composicional es el elemento clave de la metodoloǵıa introducida por Ait-
chison (1986). En efecto, implica aceptar que la diferencia entre dos composiciones
w = ccl (w1, . . . , wD)′ y w∗ = ccl (w∗1, . . . , w

∗
D)′ se basa en las razones w∗j/wj entre

partes y no en las diferencias w∗j − wj.

5 Estructura euclidiana del espacio composicional

5.1 Ld como espacio euclidiano

Puesto que los elementos de Ld pueden interpretarse como rectas paralelas al vector
1D, parece lógico definir la distancia entre dos clases z + U y z∗ + U de Ld como la
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distancia euclidiana entre dichas rectas en IRD. Esa distancia será igual a la norma
del vector diferencia uclV z∗−uclV z, donde uclV z y uclV z∗ son los puntos de inter-
sección de las rectas con el hiperplano ortogonal V (ver Fig. 6). En consecuencia,

V

z+U
z*+U

U

1

V

 V
ucl    z*

ucl    z

Figura 6: Distancia entre dos clases de equivalencia z + U y z∗ + U de Ld.

es inmediato transferir la estructura euclidiana de V ⊂ IRD a Ld.

Definición 11. Dados z + U ∈ Ld y z∗ + U ∈ Ld, definimos el L-producto interno
<z + U, z∗ + U >L como el producto usual <uclV z, uclV z∗> en IRD.

Es fácil demostrar que

<z + U, z∗ + U >L=
D∑
j=1

zjz
∗
j −

1

D

(
D∑
j=1

zj

)(
D∑
j=1

z∗j

)
= z′HDz∗,

para todo z + U, z∗ + U ∈ Ld. A partir de aqúı, se definen de forma habitual una
norma y una distancia en Ld. La L-norma de un clase z+U ∈ Ld tiene por expresión

‖z + U‖L = (<z + U, z + U >L)1/2 =

 D∑
j=1

z2
j −

1

D

(
D∑
j=1

zj

)2
1/2

= (z′HDz)1/2,

y se cumple que ‖z + U‖L = ‖ucl V z‖.
Análogamente, la L-distancia entre dos clases z + U y z∗ + U viene dada por

dL(z+U, z∗+U) = ‖(z∗+U)−(z+U)‖L =

 D∑
j=1

(z∗j − zj)2 − 1

D

(
D∑
j=1

(z∗j − zj)

)2
1/2

.
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Esta expresión puede escribirse en forma matricial como

dL(z + U, z∗ + U) = [(z− z∗)′HD(z− z∗)]
1/2
,

y se cumple que dL(z + U, z∗ + U) = d(ucl V z, ucl V z∗). De este modo, el espacio
cociente Ld deviene un espacio euclidiano.

5.2 C como espacio euclidiano

Las transformaciones biuńıvocas logc y expc entre C y Ld permiten transferir a C
la estructura de espacio real euclidiano definida en Ld.

Definición 12. Dadas dos composiciones w y w∗, definimos el producto interno
composicional por

<w,w∗>C=< log w + U, log w∗ + U >L .

Es fácil demostrar que

<w,w∗>C=
D∑
j=1

logwj logw∗j −
1

D

(
D∑
j=1

logwj

)(
D∑
j=1

logw∗j

)
= (log w)′HD log w∗,

y que

<w,w∗>C=
D∑
j=1

log
wj
g(w)

log
w∗j

g(w∗)
=<clr w, clr w∗>,

para cada w,w∗ ∈ C, resultando que el C-producto interno de w y w∗ en C coincide
con el producto interno ordinario de clr w y clr w∗ en IRD. Como es habitual, diremos
que dos composiciones w y w∗ son C-ortogonales, o simplemente ortogonales, śı y
sólo śı <w,w∗>C= 0.
A partir de este producto interno en C podemos definir una norma y una distancia
en el espacio composicional. La norma composicional de una composición w ∈ C
vendrá dada por

‖w‖C = (<w,w>C)
1/2 =

 D∑
j=1

(logwj)
2 − 1

D

(
D∑
j=1

logwj

)2
1/2

= [(log w)′HD log w]
1/2
.

En consecuencia, la C-norma de una composición coincide con la norma euclidiana
en IRD del vector clr-transformado:

‖w‖C = ‖clr w‖ (w ∈ C).
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Otra expresión posible para la C-norma de una composición viene dada por

‖w‖2
C =

1

D

∑
1≤i<j≤D

(
log

wi
wj

)2

(w ∈ C).

Una composición w diremos que es C-unitaria śı y sólo śı ‖w‖C = 1.
La distancia composicional entre dos composiciones w y w∗ viene dada por la C-
norma de la composición w∗ ⊕w−1 = ccl (w∗1/w1, . . . , w

∗
D/wD)′, es decir,

dC(w,w
∗) =

 D∑
j=1

(
log

w∗j
wj

)2

− 1

D

(
D∑
j=1

log
w∗j
wj

)2
1/2

.

Esta distancia puede expresarse en forma matricial por

dC(w,w
∗) = [(log w∗ − log w)′HD(log w∗ − log w)]

1/2
.

Por ello, la C-distancia entre dos composiciones coincide con la distancia euclidiana
ordinaria en IRD entre los correspondientes vectores clr-transformados:

dC(w,w
∗) = d(clr w, clr w∗) (w,w∗ ∈ C).

Aśı pues, la C-distancia definida convierte el espacio composicional C en un espacio
euclidiano isométrico al espacio euclidiano Ld. Además, la transformación logco-
ciente centrada clr es una isometŕıa natural entre C y el subespacio V de IRD.
Esta distancia en C cumple todas las propiedades habituales de las distancias eucli-
dianas. En particular, está relacionada con las operaciones del espacio composicional
por las siguientes identidades:

dC(a,b) = dC(a⊕ c,b⊕ c) (a,b, c ∈ C),

y
dC(λ⊗ a, λ⊗ b) = |λ|dC(a,b) (a,b ∈ C) (λ ∈ IR).

Otra propiedad importante de esta distancia composicional está relacionada con
las subcomposiciones. Se basa en el hecho de que la aplicación subS introducida
en la definición 5, que transforma una composición w ∈ C en una subcomposición
wS ∈ CS, es una aplicación lineal entre los espacios vectoriales reales (C,⊕,⊗) y
(CS,⊕,⊗).

Proposición 2. La distancia composicional es subcomposicionalmente dominante,
pues

dC(w,w
∗) ≥ dC(wS,w

∗
S) (w,w∗ ∈ C),

o, equivalentemente,
‖w‖C ≥ ‖wS‖C (w ∈ C).
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Tenemos además que la aplicación incS introducida en la definición 6 es una aplica-
ción lineal entre los espacios vectoriales reales (CS,⊕,⊗) y (C,⊕,⊗), y que preserva
la C-distancia, puesto que cumple

‖ccl (w1, . . . , wC)′‖C =

∥∥∥∥ccl

(
1,

D−C
. . . , 1,

w1

g(w)
, . . . ,

wC
g(w)

)′∥∥∥∥
C

(w ∈ CS).

La proposición 2 implica que la C-distancia entre dos subcomposiciones nunca puede
ser mayor que la C-distancia entre las correspondientes composiciones. Es razonable
exigir que esta propiedad sea satisfecha por toda distancia definida sobre el espacio
composicional.

6 Bases en el espacio composicional

6.1 Bases naturales en Ld

Sea e1 = (1, 0, . . . , 0)′, e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)′, . . . , eD = (0, . . . , 0, 1)′ la base canónica
de IRD. Sea BL el conjunto ordenado {e1 +U, . . . , eD +U} de clases de equivalencia
de Ld. Para cada j = 1, . . . , D, representaremos por BL−j el conjunto ordenado
BL − {ej + U}. Es evidente que el conjunto BL−j es una base de Ld para cada j =

1, . . . , D. En particular, si z = (z1, . . . , zD)′ ∈ IRD, el vector y cuyas coordenadas
son las de z + U en la base BL−D es

y = (z1 − zD, . . . , zd − zD)′ = Fz,

donde F es la d×D matriz [Id : −1d]. Para esta base se cumple que

‖ei + U‖2
L =

D − 1

D
(i = 1, . . . , D),

y

<ei + U, ej + U >L= − 1

D
(i, j = 1, . . . , D; i 6= j).

Por consiguiente, ninguna de las bases BL−j de Ld es L-ortonormal. La matriz d ×
d que expresa la L-métrica en la base BL−j de Ld es igual a M = Id − D−1Jd,
independientemente del ı́ndice j = 1, . . . , D. Esta matriz puede expresarse como
una función de F, pues se cumple que:

M = (FF′)−1. (3)

6.2 Bases ortonormales de Ld

El subespacio V = {z ∈ IRD : z′1D = 0} de IRD tiene dimensión d = D − 1. Sea
v1 = (v11, . . . , v1D)′, . . . ,vd = (vd1, . . . , vdD)′ una base ortonormal de V , y sea V la
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D × d matriz [v1 : . . . : vd]. Es inmediato comprobar que esta matriz cumple las
igualdades

(i) V′V = Id; y (ii) VV′ = HD. (4)

Rećıprocamente, si V es una matriz D × d que satisface las igualdades (4), sus
vectores columna son una base ortonormal del subespacio V . Entonces, el conjunto
ordenado VL = {v1 + U, . . . ,vd + U} es una base L-ortonormal de Ld. Si z ∈ IRD,
el vector u de IRd cuyas componentes son las de la clase z + U en la base VL es

u = (FV)−1Fz.

Recordemos que dadas dos bases, siempre existe una transformación lineal que per-
mite pasar de una a otra. En consecuencia, los elementos de VL serán combinación
lineal de los elementos de BL−j.

6.3 Bases naturales en C
Partiendo de las clases e1 + U, . . . , eD + U de Ld, definimos las correspondientes
composiciones en C:

ẽ1 = expc (e1+U) = ccl (e, 1, . . . , 1, 1)′, . . . , ẽD = expc (eD+U) = ccl (1, 1, . . . , 1, e)′.

Definición 13. Si B representa el conjunto ordenado {ẽ1, . . . , ẽD}, el conjunto
B−j = B − {ẽj} es una base del espacio vectorial real (C,⊕,⊗) para todo ı́ndice
j = 1, . . . , D. Estas bases se denominan bases naturales de C.

Entonces, si w = (w1, . . . , wD)′ ∈ IRD
+ , el vector y de IRd cuyas componentes son las

de la composición w en la base B−D es igual a

y = (log
w1

wD
, . . . , log

wd
wD

)′.

En general, si w−j representa el vector w sin la componente wj, las components de
w en la base B−j son las del vector log(w−j/wj).

Definición 14. La transformación logcociente aditiva de ı́ndice j (j = 1, . . . , D)
—denotada por alrj — es una transformación biuńıvoca de C en IRd que asigna a
cada composición w sus componentes en la base B−j:

w −→ alrj w = log
w−j
wj

.

La transformación inversa de alrj , de IRd en C, viene dada por

alr−1
j y = ccl (exp y1, . . . , exp yj−1, 1, exp yj, . . . , exp yd)

′ (y ∈ IRd).

En particular, cuando j = D, estas transformaciones pueden expresarse fácilmente
en notación matricial por

alrD w = F log w, y alr−1
D y = ccl

{
exp

[
F′(FF′)−1y

]}
.
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6.4 Bases ortonormales en C
Lo mismo que ocurre con las bases BL−j de Ld, ninguna de las bases B−j de C es
C-ortonormal. La matriz M introducida en (3) es la matriz que determina la C-
métrica en estas bases. La matriz M corresponde a la matriz H−1 definida en
Aitchison (1986, p. 343).

Definición 15. De toda D × d matriz V = [v1 : . . . : vd] que verifica las dos
igualdades (4), podemos definir las composiciones

ṽ1 = expc (v1 + U), . . . , ṽd = expc (vd + U).

Entonces, el conjunto ordenado V = {ṽ1, . . . , ṽd} es una base C-ortonormal de C.

Por consiguiente, si w es un vector observacional de IRD
+ , el vector u de IRd cuyas

componentes son las de la composición w en la base V es igual a

u = (FV)−1F log w.

Definición 16. Dada una D × d matriz V = [v1 : . . . : vd] que satisface las condi-
ciones (4), la transformación logcociente isométrica —denotada por ilrV — asociada
a esta matriz V, es la transformación biuńıvoca de C en IRd que asigna a cada com-
posición w sus componentes en la base V:

w −→ ilrV w = (FV)−1F log w.

La transformación inversa de ilrV viene dada por

ilr−1
V x = ccl

(
exp

{[
(FV)−1F

]′
x
})

(x ∈ IRd).

Nótese que, por construcción, la transformación ilrV es una isometŕıa entre los
espacios métricos C y IRd, justificando aśı el término transformación logcociente
isométrica. Este término fue acuñado por J.J. Egozcue (comunicación personal).

Proposición 3. Si V = [v1 : . . . : vd] y V∗ = [v∗1 : . . . : v∗d] son dos D × d ma-
trices que satisfacen las condiciones (4), entonces las transformaciones logcociente
isométricas ilrV y ilrV ∗ asociadas a V y V∗, respectivamente, se relacionan por la
siguiente igualdad:

ilrV w = V′V∗ilrV ∗w (w ∈ C).

6.5 Representación de una composición

Como consecuencia de los resultados previos, una composición w ∈ C puede expre-
sarse de diversas formas:

(i) Dando un vector D-observacional de w.
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(ii) Dando las coordenadas (y1, . . . , yd) = y′ de w en la base B−D de C. Si fuera
necesario, podemos elegir las componentes de cualquier otro logcociente alrjw
(j 6= D).

(iii) Dando las coordenadas (z1, . . . , zD)′ = z del vector transformado clr w. Puesto
que z pertenece al subespacio V de IRD, sus componentes están sujetas a la
condición z1 + . . .+ zD = 0.

(iv) Dando las coordenadas (u1, . . . , ud)
′ = u de w en una base ortonormal V de

C. En este caso, es necesario conocer la matriz V que individualiza la base V .

La relación entre las diversas expresiones es sencilla.

Proposición 4. Los vectores u, y y z asociados a una misma composición w están
relacionadas por las siguientes ecuaciones:

1. u = (FV)−1y, y u = (FV)−1Fz.

2. y = FVu, y y = Fz.

3. z = [(FV)−1F]
′
u, y z = F′(FF′)−1y.

La opción (i) ofrece la ventaja de que las componentes w1, . . . , wD del vector w
son directamente interpretables, pues son las componentes observadas, aunque los
resultados se expresen en términos de clases de equivalencia. Por ello, habitualmente,
suele elegirse el vector observacional cclL w perteneciente al śımplex SD, pues en este
caso sus componentes expresan partes de un total.
En la opción (ii), las componentes yj son asimismo interpretables, pues representan
simples logcocientes, yj = log(wj/wD) (j = 1, . . . , d), y resulta muy sencillo calcular
a partir de ellos cualquier otro logcociente:

log
wi
wj

= yi − yj (i, j = 1, . . . , d), y log
wD
wj

= −yj (j = 1, . . . , d)

Es más dif́ıcil dar una interpretación directa las componentes clr, zj = log [wj/g(w)]
(j = 1, . . . , D), de la opción (iii). Ello se debe a la presencia de la media geométrica
g(w) en el denominador de estos logcocientes. La componente zj da, en escala
logaŕıtmica, información sobre el valor de la parte j con respecto al valor global de
las otras partes. Sin embargo, es muy sencillo calcular a partir de las componentes
clr cualquier otro logcociente, pues log(wi/wj) = zi − zj (i, j = 1 . . . D).
Finalmente, las componentes del vector u en la opción (iv) no son, en general, direc-
tamente interpretables, pues dependen de una matriz V elegida de forma arbitraria
que satisfaga las condiciones (4). Sin embargo, hemos visto que siempre serán com-
binación lineal de los elementos de la base B−D, y con ello expresable en términos de
logcocientes. Ello permite obtener fácilmente cualquier logcociente a partir de los
elementos de la base V . Esta representación es además muy útil cuando necesitamos
analizar las relaciones métricas en un conjunto de composiciones, pues la relación
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entre componentes de una composición en la base V son euclidianas si consideramos
en C la estructura métrica asociada a la C-distancia definida previamente. Pero el
interés principal de una base ortonormal radica en que permite aplicar todos los
resultados de la estad́ıstica sobre IRd a los coeficientes, dando una fundamentación
matemática rigurosa al análisis estad́ıstico de datos composicionales.

7 Conclusiones

La metodoloǵıa desarrollada por Aitchison (1986) para el análisis estad́ıstico de da-
tos composicionales se basa esencialmente en el concepto de perturbación, y en las
transformaciones logcociente centrada y logcociente aditiva. Hemos demostrado que
estos conceptos y transformaciones no son arbitrarios. En efecto, desde una pers-
pectiva matemática, vienen inducidos por la naturaleza de los datos composicionales
si presuponemos que estos datos se caracterizan por su invariancia por cambios de
escala. En consecuencia, la metodoloǵıa propuesta por Aitchison (1986) no puede
ser rechazada con argumentos matemáticos, pues es plenamente compatible con la
naturaleza composicional de los datos y es, además, independiente de la representa-
ción utilizada para manejar los datos. Asimismo, el análisis de las subcomposiciones
es totalmente coherente con el análisis de la composición completa.

Los detractores de esta metodoloǵıa, que abogan por un análisis estándar de este
tipo de datos, rechazan impĺıcitamente el cociente como la forma natural de com-
parar dos composiciones o dos partes de la misma composición. Asimismo, aceptan
impĺıcitamente la diferencia usual como la forma lógica de realizar estas compara-
ciones. Este tipo de análisis depende completamente de la representación utilizada
para manejar los datos y muchos de los resultados pueden inducir a error, tal y como
señaló Pearson (1897) hace ya más de un siglo.
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Mart́ın-Fernández, J. A., C. Barceló-Vidal, and V. Pawlowsky-Glahn (2000). Ze-
ro replacement in compositional data sets. See Kiers, Rasson, Groenen, and
Shader (2000), pp. 155–160.

Mart́ın-Fernández, J. A., M. Bren, C. Barceló-Vidal, and V. Pawlowsky-Glahn
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